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树状 RC 电路的符号化矩量计算 

与时序估计应用 

摘  要 

随着集成电路领域芯片加工工艺技术向深亚微米领域发展，特征尺寸变得越来越小，

模型降阶技术在电路模拟中的作用也越来越重要。随着 L.T.Pillage 提出的 AWE 算法对

模型降阶技术的研究，模型降阶技术逐渐成为近年来在电路问题研究中的重要课题之

一。而其中，矩对于模型降阶技术的求解起到了关键作用，迅速有效的得到电路矩就能

有效的完成的模型降阶问题。另一方面，由于一阶矩和 Elmore 延时的特殊关系，使得

矩在估计电路时序估计方面也起到了极为重要的作用，而为了更精确的得到电路的时

序，不少学者已用 2阶甚至 3阶矩来近似延时。 

由于电路矩的重要性，已有很多各方面关于矩的研究。本文针对典型的 RC 树状电路，

通过与二叉判定图算法（BDD）和图的拓扑结构的研究，提出了一种精确快速得到电路

各阶矩量的方法，从而提高了模型降阶技术的效率。在本文中，利用这种符号化计算矩

的方法，验证了在估计时序方面的有效性。还通过具体分析矩的表达式来测试矩对于电

路中电阻、电容以及各点前一阶矩的敏感性。 

 

关键词：模型降阶；矩；BDD 算法；时序估计 
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Symbolic Moment Calculation of RC Tree Circuit  

and its Application of Delay Metrics 

ABSTRACT 

With the development of the chip processing technology of integrated circuits, the feature 
size become smaller, and Model Order Reduction (MOR) technology gradually plays a more 
important role in the circuit simulation. As L.T.Pillage made a method named AWE 
(Asymptotic waveform Evaluation), MOR gradually become one of the most important 
research topics in Circuit Design area in the recent years. Since the circuit moment plays a 
key role in AWE, one can finish the MOR problem efficiently if he could get moment 
efficiently. In the other hand, moment also plays an important role in estimating the delay 
because of the relationship between the 1st order moment and Elmore Delay. In order to get 
more accurate delay, someone had used 2nd order moment or 3rd order moment to 
approximating the delay. 

As mentioned above, circuit moment is so important that many researches are focused on 
it. And in this article, proposed a new method to deal with the typical RC tree circuit by 
combining BDD (Binary Decision Diagram) algorithm and topology. By using this method, 
one could get each order moments fast and accurately. And in this article, the efficiency of the 
method in estimating delay is also verified. And in the end, the moment sensitivity is analyzed, 
too. 
 
Keywords: Model Order Reduction, Moment, BDD Algorithm, Delay 
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第一章 概  述 

1.1 引言 

随着集成电路领域芯片加工工艺技术向深亚微米领域发展，特征尺寸变得越来越

小，从0.18微米到0.13微米，到现在的90纳米，65纳米甚至将来的45纳米，互连线的耦

合电容、电感对电路的影响越来越大，如何正确分析这些寄生参数对于整个电路所起的

影响成为了众多电路设计人员不可回避的问题。为了能有效地捕捉互连线的影响，需要

进行精确的电路级模拟。 
最为著名的电路模拟器Spice[1]是由加州大学Berkeley 分校在20世纪70年代开发的

一个开源软件，它能非常准确有效地模拟电路，但是计算效率比较低下，特别是对于大

规模集成电路，进行仿真所需要的时间是无法让人忍受的。虽然之后在Spice的基础上，

有Avant公司（现已被synopsys公司收购）逐渐开发出了商业化仿真软件HSPICE及

Cadence Design System公司开发出了类似功能的PSPICE，它们相对于Spice的精度和效率

均有提高，但是在当今深亚微米工艺尺寸下，这些商业软件仍然不能对于较大规模的电

路进行高效率地仿真分析。所以现在工业界急需一个能够在不牺牲很大精度情况下能够

快速模拟大规模集成电路的新的仿真器，这也就是模型降阶算法的产生和逐步受到关注

的原因。 
当前除了以SPICE为代表的基于数值分析的模拟电路仿真器，还有另一大流派即基于

符号化分析的模拟电路仿真器。对于数值型电路仿真器，一般情况下，当电路参数发生

改变时，需要通过重新执行来获得新的计算结果，因此数值型的电路仿真器虽然可以很

好地验证电路设计，但很难预计电路参数改变后的性能情况。灵敏度分析法可以比较好

的用于提高模拟电路的性能，这种方法主要是归一化计算电路元件参数对电路性能产生

的影响，从而帮助设计者决定如何修改电路参数以获得理性的性能。但是对于一个电路

而言计算所有元件的灵敏度往往是没有必要的，而且几乎不可能通过数值计算的方法来

计算电路中所有元件之间的灵敏度问题。符号化的分析方法可以比较好地解决这个问

题，电路级的符号化分析方法是一种通过电路自变量（时间与频率）、应变量（电压和

电流）以及符号化的电路元件来形式化计算电路特性和行为的方法。符号化分析法本身

具有很多简化模拟电路设计的特性，因此我们希望在进行模型降阶简化电路的时候可以
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将符号化分析考虑进去，对电路进一步简化，降低分析复杂度，保证分析准确性的同时，

提高模拟电路分析的效率。 

1.2 互连线 

1.2.1 发展趋势 

自从集成电路发明以来，芯片已无可辩驳地成为电子电路集成的最终形式。从那以

后，集成度增加的速度就按照摩尔定律的预测稳步前进。摩尔定律的预测在未来若干年

依然有效的观点目前仍被普遍接受，然而，一个同样被广泛认同的观点是，物理定律将

使摩尔定律最初描述的发展趋势停止。在这种情况下，电子电路技术和电路设计的概念

将进入一个新的发展阶段，互连线将在重要性和价值方面都得到提升。在被称作“超越

摩尔定律”的新兴范式下，无论物理上还是使用上，在 z轴方向组装都将变得越来越重

要。目前在电子工业中第三维正被广泛关注，成为互连技术的主导。 

1.2.2 互连线模型 

1.2.2.1 RC 树模型 

大多数互连线模型的拓扑结构都和图 1-1 的树状结构类似。对于这样的电路结构，

能包含其所有电路信息的最简单的拓扑结构是 RC 树结构，如图 1-2 所示。 

 

图 1-1 互连线模型 

RC 树指的一个 RC 电路，它的每个结点上都有一个电容接地，而且在任意两个非地

结点之间没有电容，也没有电阻接地。为了建立这个简单的模型，一般将驱动设定为戴
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维宁等效电压源，而接收端由线性电容替代。 

R1 R2 R3

R5

C1 C2 C3

C5

R4

C4

 

图 1-2 互连线的电子模型 

1.2.2.2 RLC 树模型 

在上面提到的 RC 树模型中，所有邻近的导体都被模型成地。这个假设只有当串扰效

果忽略不计时才是合理的。这个模型告诉我们在互连线中电流的高频部分通过电容返

回。但是并没有说电流的直流和低频部分的返回路径。这就是当前板上电感建模面临的

主要问题，因为电感一般是闭环的，而且在没有精确分析前很难确定它的返回路径。 

当能快速的估计的电感的影响，比如延时等，RLC 树模型在互连线中建模中就会起

到很大的作用。通过一些可行的关系返回路径的假设，RLC 树的建模也变的可行。一旦

返回路径确定了，就可以通过部分信号的自感来直接计算环路的电感。在统一电流分布

的假设下，存在一个闭合的表达式来表达特定几何形状的部分自感电感。 

1.3 模型降阶 

1.3.1 简介 

针对不同线性电路的特点，人们通常对它们的降阶模型感兴趣，提出了许多模型降

阶方法。目前的研究基本上分成两个方向向前发展。 

第一类方法是基于矩匹配（Moment Matching）的降阶模型方法。它又分为两类：

一类是利用Pade 近似来进行瞬态匹配降阶[2][3][5][6][7][8][10][26][27]。由L. T. 

Pillage首先提出了著名的AWE(Asymptotic Waveform Evaluation)[3]算法，该算法相

对于传统的Spice仿真器来说是一个进步，能够很好地匹配2n阶矩，计算的精确性也能
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够得到保障，但是该算法的计算速度还是不够理想。之后，在该算法的基础上，研究者

又提出了很多新的算法，这些算法有一个共性，都是建立在由Krylov子空间投影算法产

生的降阶模型，避免了AWE算法在距匹配过程中需要直接计算矩的缺点。R. Freund提出

了基于Lanczos迭代的Krylov字空间算法而进行Pade近似的降阶算法PVL [5] ，之后他

又加以改进提出了多端口的MPVL算法 [2] ，以及对于与RLC电路的单端口的SyPVL [26] 

及多端口的SyMPVL [27] 。另一种基于Krylov子空间的是Anoldi算法，由于它在模型降

阶中的应用，相应产生了由A.Odabasioglu提出的PRIMA算法[8]，该算法能够保持电路

的稳定性和无源性，但是仅仅针对固定的电路形式。 

另一类计算降阶模型的方法是平衡截断实现法（Truncated Balanced Realization）

[16]，它是在控制领域的研究中产生的，它能产生一个接近优化的Hankel-norm 近似，

并且有著名的L∞ 传输函数误差限。但是它需要求解两个Lyapunov 方程，计算量非常

大。Jing-Rebecca Li 等[17]根据这个原理，利用系统的主可控子空间来计算互连线的

降阶模型，取得了比较好的效果。最近，Janet M. Wang 等[18]提出了一种基于时域技

术的降阶模型方法，对于处理有强烈互感的互连线有非常好的效果。 

另外，在经历了对于模型降阶数十年的研究后，现在的研究者已不满足于仅仅进行理想

情况下的研究，而是与电子工业的发展相结合起来。由于工艺尺寸的不断缩小，以及在

加工过程中各类环境，材料因素的影响，现在的集成电路的产品的性能可能与设计时理

想的性能相差很大，而且随着工艺尺寸的继续缩小，这种影响的效果将会更显著。所以

我们在模型降阶的过程中也要考虑到电路参数的变化情况对于整个系统的影响。对此，

如何在电路的参数变化的情况下进行模型降阶成为了现今的一个研究的热点。Ying 

Liu[29]分析了参数扰动对于 PACT[23]及 PRIMA 算法的影响，James D.Ma[28]提出了使

用有限区间来对参数变化的概率密度函数进行分析，并且与传统的 Monte Carlo 方法结

合，并且将他所提出的算法应用到了 AWE 算法和 PRIMA 算法之上进行了误差分析。 

1.3.2 渐进波形求值法 

Lawrence T. Pillage 是把模型降阶算法引入到电路仿真中的先驱，他在1990 年

提出的Asymptotic Waveform Evaluation (AWE) 方法使得当时对互连线时延的计算的

速度大大提高，这个方法在EDA工具中也被应用。 

首先，采用MNA(Modified Nodal Analysis)电路方程公式表示法，一个集总的、线

性的、时间为变量的电路通常可以用一阶微分方程表示： 

(1-1) 

(1-2) T

Cx Gx bu
y l x du

= − +

= +

�
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其中向量x代表电路的变量。矩阵G代表非储能元件的影响，如电阻。矩阵C代表储能

元件的影响，如电容和电感。y是激励的输出，bu及du代表来自独立源的激励。传统仿

真器spice的模拟过程就是求解以上微分方程以得到电路的各种特性分析数据。所以如

何快速高效解该矩阵微分方程成了模型降阶的课题。 

AWE 的基本过程是用电路传输函数H(s)的极点和余式的一个子集去近似原来的H(s)： 

1 2

1 2

ˆ ( ) q

q

kk k
H s

s p s p s p
= + + +

− − −
"                      (1-3) 

其中pi 和ki 是分别是极点和余式。q是近似的阶数。这个式子很容易写成时域对应

的响应： 

� 1 2
1 2( ) qp tp t p t

qh t k e k e k e= + + +"                       (1-4) 

这个函数就是我们想得到的对于原系统传输函数的一个近似。 

AWE 使用矩匹配（moment-matching）来唯一确定k和p。
ˆ ( )H s 的矩必须保持和实际

电路的矩相等。通常我们定义时域函数h(t)的i阶矩为： 

( )
0

1
( )

!

i
i

im t h t dt
i

∞−
= ∫                             (1-5) 

把这个式子应用到
�( )h t 上我们就得到： 

l q1 2
i+1 i+1 1
1 2

i i
q

kk k
m

p p p += + + +"                        (1-6) 

所以，对于q 阶的近似会有q个未知极点（p1...pq）和q 个未知余式（k1...kq），

一共是2q个未知数。解2q 个未知数需要2q个独立方程，它们是： 

1 2 1

1 2
0

1 2

1 2
12 2 2

1 2

1 2
2 22 1 2 1 2 1

1 2

q

q

q

q

q

q
qq q q

q

k k k m

kk k
m

p p p

kk k
m

p p p

kk k
m

p p p

−

−− − −

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =

"

"

"

#

"

                 (1-7) 

注意到等式右边是实际电路对于某个特定激励响应的2q个矩。接下去可以使用



第一章 概  述 

第 6 页 

Newton-Raphson算法或者其它迭代算法来求解上述方程组。Pillage提出的算法是将电

路的矩所满足的关系写成如下矩阵： 

1 0 2 0 1

0 1 1 1

2 1 2 3 1 2 2

q q

q q

q q q q q

m m m a m
m m m a m

m m m a m

− − −

−

− − − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"
"

# # # # #
"

             (1-8) 

而由该矩阵求出的解
(0 1)ia i q≤ ≤ −

与
(1 )ip i q≤ ≤

满足， ip
是以 ia

为系数的下述方

程的解： 

1 2 1
0 1 2 1 0q q

qa a p a p a p p− − − + −
−+ + + + + ="                (1-9) 

这样在求出 ip
后代入到(1-7)式中继续求出

(1 )ik i q≤ ≤
的值，这样便求出了近似传递函

数(1-3)式中所有的未知量。可以看出AWE算法在求解的过程中需要解线形方程组(1-8)，

需要求解高次方程的根(1-9)，需要根据(1-5)式求出电路的2q阶矩，实际的计算量比求

解最初的传输函数H(s)减少了很多但也是相当大的，所以由于AWE算法的这些缺陷，导

致了后来PRIMA，PVL，SPRIM等算法的产生。 

1.3.3 RICE 算法 

上面讨论了AWE算法的过程，我们不难发现该算法一个重要的条件就是要已知电路的

2q阶矩的值，但是对于一个给定的电路，这些矩的值也是需要我们计算得到的，所以为

了快速求解这些矩的值Pillage及Ratzlaff提出了RICE(Rapid Interconnect Circuit 

Evaluation)算法。下面简单的介绍RICE算法的流程。 

R1
R2

R3

L1 L2

L3

C1
C2

C3 C4

Vin

 

图1-3 基本RLC电路 

图1-3所示为一个基本的RLC电路，它包含电源、电阻、电容和电感器件，假设在0

时刻该电路在电源的作用下处于稳态，则此时刻我们记下通过各电容的电流和各电感两
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端的电压作为电容和电感的0阶矩，如下图1-4所示。 

 

图1-4 RICE算法0阶矩求解 

接下去我们将电路的电压源置0，然后将每一个电感看成是一个电压源，它的数值大

小是该电感的大小乘以上一步求出的该电感两端的电压，同时将每个电容看成是一个电

流源，它的数值大小是该电容的大小乘以上一步求出的通过该电容的电流大小，之后继

续对于变换的电流作DC分析，而在这一步求出的每个电容所代表的电流源两端的电压和

通过每个电感所代表的电压源的电流作为电感和电容的0阶矩。 

 

图1-5 RICE算法1阶矩求解 

以上是 RICE 算法思想的一个介绍，在实际求解过程中将电路作为生成树进行求解，

图 1-6 是图 1-3 所示电路的一个基于树的表述形式，RICE 中使用了虚拟遍历的算法减少

了为了求解电路所有的矩所要求的遍历树的次数。 

 

图1-6 图1-3所示电路的生成树表示 
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如上图所示，首先对于图中的每个结点，由叶结点开始进行一次反向深度优先遍历，

这样的遍历可以保证每个结点只有在所有支路电流都知道的情况下才会被访问，因此在

经过一次反向深度优先遍历之后，就可以知道所有支路上的电流。当求出所有电流之后，

从根节点（图中即 0点）对由 R和 L组成的 tree-branch 进行一次深度优先遍历，这样

的遍历可以保证所有结点都是在已知前一个结点电压的情况下才会被访问，因此在一次

深度优先遍历之后就可以知道所有结点电压。因此，在两次遍历之后，可以得出 L 和 C

在这一阶的矩量。 

RICE 算法的应用大大提高了 AWE 算法的效率，以至于后续的 PRIMA 算法也是建立在

RICE 算法求解矩的基础上进行的。 

1.4 本章小结 

本章主要简单介绍了互连线发展的趋势以及当前研究的热点之一，模型降阶问题。

对于模型降阶问题，通过简单的介绍 L.T.Pillage 提出的经典的 AWE 算法和其衍生的

RICE 算法，使得我们对于模型降阶中出现的电路矩有了初步的了解。在下面的章节中，

就电路矩和 Elmore 延时之间的关系，以及电路矩的计算过程，RICE 算法的理论根据有

更详细的分析。 
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第二章 Elmore 延时和矩 

对于 IC 互连线，最简单的预估其性能的方法是用电路本身的延时进行计算。因此，

这些年来，对于 RC 树状电路延时的估计十分的热门。很多研究都是基于电路的延时。

这一章，将具体分析下电路延时中最著名、对于研究影响也最大的一阶延时——Elmore
延时。 

2.1  传输函数的延时 

    对于大多数 RC 互连线电路，都是通过输入端的激励和输出端的电压值来衡量一个

电路的特性。而这两者之间的关系正好就是传输函数 ( )H s ，下图 2.1 是一个简单的线性

电路框图。 

 

图 2-1 简单单输入单输出线性电路 

2.1.1 电路的传输函数和导抗函数 

当初始条件为零时，我们可以定义一个传输函数。如上图 2-1 所示的简单单输入单

输出电路，它的传输函数就是输出和输入的比值： 

( )( )
( )

Y sH s
U s

=                                   (2-1) 

导抗函数是传输函数的重要组成部分，当传输函数在工作点时就是导抗函数，它有

两种形式。第一，如果输入是电流源，输出是以电压的方式衡量的，那么此时的导抗函

数就是输入阻抗。第二，如果输入是电压源，而输出是以电流的方式衡量的，那么此时

的导抗函数就是输入导纳。 
通常情况下，习惯将传输函数在 s 域上表示成两个多项式的比值： 
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0 1

1

( )
1

m
m

n
n

b b s b sH s
a s a s
+ + +

=
+ + +

iii
iii                    (2-2) 

在上式(2-2)中，所有的系数 ia （ 1,2,...,i n= ）和 jb （ 1,2,...,j m= ）都是实数。通过

将公式(2-2)中因式分解，我们可以得到一个全新的传输函数表达式： 

                                1 2

1 2

( )( )...( )( )
( )( )...( )

m

n

s z s z s zH s K
s p s p s p
− − −

=
− − −

                 (2-3) 

其中，K 是系数，应当等于 m

n

b
a

，而 ip （ 1,2,...,i n= ）就是该电路所具有的极点，相

应的， jz （ 1,2,...,j m= ）就是该电路所具有的零点。极点和零点有可能以共厄复数的

形式出现。不考虑 K 的因素，一个传输函数完全可以在复数平面通过极点和零点表示出

来。 

尽管传输函数的零极点表示法对于模拟电路的设计和分析非常有用和方便，但在互

连线时域分析中更多采用的还是极点留数表示法。假设传输函数中的极点都是唯一的，

那么传输函数通过极点留数表示法可以写成： 

                                 
1

( )
1

n
i

i i

kH s d
p=

= +
−∑                           (2-4) 

2.1.2 时域的响应和延迟 

在线性电路中，可以通过 Laplace 变换和逆变换得到时域和 s 域上电路的相应关系。

假设 ( )h t 是 ( )H s 相对应的时域响应，那么我们可以得到这两者之间的关系如下表示： 

                                   
0

( ) ( )stH s e h t dt
∞

−= ∫                           (2-5) 

当输入值为单位值，如果传输函数 ( )H s 是复杂的频域输出，那么时域响应 ( )h t 就是

一个冲激输入的响应，即冲激相响应。如果可以通过如式(2-4)的极点留数表达形式表示

出这个传输函数，那么该冲激响应可以写成如下形式： 

                             
1

( ) ( ) ( )i

n
p t

i
i

h t d t k e u tδ
=

= +∑                       (2-6) 
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其中， ( )tδ 为单位冲激函数，而 ( )u t 为单位阶跃函数。 

对于一个单位阶跃输入，通过式(2-1)，可以得到其在 s 域上的输出端表达式： 

                                   
1( ) ( )Y s H s
s

=                               (2-7) 

用极点留数表示法替换式（2-7），得到如下： 

                                 
1

( )
( )

n
i

i i

kdY s
s s p s=

= +
−∑                          (2-8) 

对上式进行部分分式分解，得到新的公式： 

                             
1

1 1( ) ( )
n

i

i i i

kdY s
s p s p s=

= + −
−∑                       (2-9) 

此时 ( )Y s 在时域上的响应可以写成如下形式： 

                             
1

( ) ( ( 1)) ( )i

n
p ti

i i

ky t d e u t
p=

= + −∑                      (2-10) 

这种通过 Laplace 逆变换得到时域响应表达式的方法可以在任何输入源为线性波形

的电路中应用，因为所有的线性输入源都可以拆分成数个不同的时移斜坡函数。 
电路的延时可以通过解式(2-10)得到，例如对于一个单调响应，当输入为阶跃输入信

号，假设稳定状态的响应也是单位的，那么这个单调响应的 %α 的延时可以通过求解τ 得

到： 

                              
1

( 1)i

n
pi

i i

kd e
p

τ α
=

+ − =∑                       (2-11) 

在计算延时τ 的过程中，会遇到 2 类问题，其一就是如何获得极点和留数。对于大

多数互连线电路，几乎不可能通过计算得到所有的极点和留数，一般只能获得该电路的

主极点及其对应的留数。另一个问题就是对于某些电路，比如含有环路的电路，在计算

延时的过程中将花费大量的时间。 

2.2  RC 互连线的延时 

不论是在时域上还是在频域上对互连线进行分析，通常采用的模型都是 RC 树状模
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型。对于如图 2-2 所示的门级互连线电路，使用最为广泛的模型就是 RC 树状模型，如

图 2-3 所示。对于一个 RC 树，它是一个完全由 R 和 C 构成的电路，其中，所有的电容

C 都连接在每个结点和地之间，在 2 个非地结点中不会存在电容，也不会有电阻连接到

地。 

 

图 2-2 门级互连线电路 

 

 
图 2-3 简单 RC 树电路 

通过将门级互连线电路转换成 RC 树状模型，对于互连线延迟就可以通过近似求解

谱的方法估计得到。Elmore 延时，就是冲激响应的一阶矩表达式，由于其简单所以被应

用的最为广泛。Elmore 延时的最大优点就是它是由 RC 参数值确定的既简单且闭合的表

达式。但是对于深亚微米级技术生成的电路，Elmore 延时就会体现出它的局限性，仅能

提供有限的效率。 
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2.3 Elmore 延时 

2.3.1 Elmore 延时简介 

Elmore 延时最早于 1948 年提出，当时提出 Elmore 延时是为了估计放大器电路的延

时。后来，由于它的阶跃响应的特性，Elmore 延时被用来估计 RC 树的延时。比如说，

对于图 2-3 中 3C 的结点电压的阶跃响应如下图 2-4 所示，在图 2-4 中还显示了相同结点

的单位冲激响应。 

 

图 2-4 3C 的结点电压的阶跃响应和单位冲激响应 

由于阶跃响应是冲激响应的积分形式，因此对于单调的阶跃函数，50％的延时点正

好是冲激响应函数面积一半所在的时间，即： 

                                   
0

( ) 0.5h t dt
τ

=∫                             (2-12) 

在图 2-5 中，可以发现 Elmore 延时通过非负的冲激响应函数 ( )h t 的均值来近似时间

τ ，一个单调阶跃函数的延时。如果将图 2-5 中的非负冲激响应看作一个概率密度函数，

那么它的均值就可以由冲激响应的一阶矩来近似得到。因此，此时的 Elmore 单位阶跃

响应延时的近似 DT 可以表示成： 

                                      
0

( )DT th t dt
∞

= ∫                           (2-13) 

而此时，在 ( )h t 下的面积为单位值，即 
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0

( ) 1h t dt
∞

=∫                            (2-14) 

对于这种近似，观察图 2-5 可以发现，当冲激响应为对称函数时，此时的均值正好

对于它的中值，然而当图 2-4 中的情况，即冲激响应为非对称函数时，均值就不再正好

是中值，也就是 Elmore 延时并不能准确的表达实际的延时。 

2.3.2 计算 Elmore 延时 

Elmore 延时对于 RC 树是一种简单方便的近似，因为 Elmore 延时对于这种具有特殊

拓扑结构的电路，可以十分简单的计算得到。总的来说，通过有效的路径追踪的算法，

可以通过线性次遍历树就能计算得到 Elmore 延时，在结点 i 的 Elmore 延时可以表示成如下

形式： 

                                       
1

i

N

D ki k
i

T R C
=

= ∑                          (2-15) 

其中， kiR 代表电路中电阻的部分和，包括从输入端至结点 i中（这种情况仅为电路

只有一条支路）， kC 代表的是结点 k 与地端之间的电容。例如，对于图 2-3， 3C 两端的

Elmore 延时具有如下的表达式： 

          
3 1 1 1 2 2 1 2 3 3 4 1 5 1( ) ( )DT R C R R C R R R C R C R C= + + + + + + +  

 

2.4 矩的概念 

通过前面的介绍，冲激响应的一阶矩定义了 Elmore 延时，但只有通过高阶矩，才能

更好的认识到这种近似的局限性。为了更方便的理解高阶矩，考虑将在 Laplace 域上的

传输函数写成如下形式： 

                              
0 1

1

( )
1

m
m

n
n

b b s b sH s
a s a s
+ + +

=
+ + +

iii
iii                       (2-16) 

将上述传输函数在 0s = 处展开，可以得到新的传输函数： 
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2 3

0 1 2 3( ) ...H s m m s m s m s= + + + +                 (2-17) 

其中， 

                                 0
1 ( ) |
!

q

q sq

d H sm
q ds ==                           (2-18) 

时域和频域之间的关系仍然遵循 Laplace 变换的关系： 

                                   
0

( ) ( ) stH s h t e dt
∞

−= ∫                             (2-19) 

将上式(2-19)中的 ste− 在 0s = 处展开，得到下式： 

                       

2 2 3 3

0

0 0

1 1( ) ( )(1 )
2 6

( 1) ( )
!

k
k k

k

H s h t st s t s t dt

s t h t dt
k

∞

∞∞

=

= − + − +

−
=

∫

∑ ∫

"

            (2-20) 

从式(2-20)中，可以得到冲激响应 ( )h t 的第q个系数是 

                              
0

( 1) ( )
!

q
q

qm t h t dt
q

∞−
= ∫                          (2-21) 

而在概率分布理论中，对于函数 ( )h t 的第q阶矩的定义如下： 

                          
0

( )q
qM t h t dt

∞

= ∫                        (2-22) 

可以发现，这两者之间是有区别的，两者之间的关系为 

                                    
( 1)

!

q

q qm M
q
−

=                               (2-23) 

对于这两个矩， qm 为电路矩，而 qM 为概率矩。 
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2.4.1 计算矩 

当计算得到电路的矩之后，它对于分析电路的特性是十分有帮助的，因此如何有效

的计算矩就现的十分重要。下面将介绍一种简单的求解 RC 树状电路各阶矩的方法，RC
树状电路如下图 2-5 所示。 

R1 R2 R3

R4

C1 C2 C3

C4

Vin

 
图 2-5 简单的 RC 树状电路 

 
上图 2-5 中的 RC 树状电路在 Laplace 域可以用如下图 2-6 中的展开式表示，其中电

容用复杂导纳所取代。假设所有的电容两端的电压都可以表示称在 s 域上无限项的和。 

 

1 1 1 1 2
1 0 1 2
C C C CV m m s m s= + + +"

2 2 2 2 2
2 0 1 2
C C C CV m m s m s= + + +"

3 3 3 3 2
3 0 1 2
C C C CV m m s m s= + + +"

4 4 4 4 2
4 0 1 2
C C C CV m m s m s= + + +"

1sC 2sC 3s C

4sC

1Cγ 2Cγ 3Cγ

4Cγ

 

 图 2-6  图 2-5 的简单 RC 树电路在 s 域上的表示 
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其中， iC
jm 表示不同结点处的不同阶的矩。将电容两端电压用此方式表达而且知道

电容值之后，我们可以用同样的方法写出流经电容的电流值。这样，知道流经电容的电

流之后，就可以用这些电流来替代导纳，如下图 2-7 所示。在图 2-7 中，仅有 iC
jm 是还

未知的项。 

 
 图 2-7  图 2-6 的等效电路及其各点电压解 

在图 2-7 中，要求解所有电容电压的 0m 项，可以通过设定 0s = ，由于在 s 域上没有

常数项，将图 2-7 中的电流源设为 0，再利用图 2-7 中的公式求解直流分析。对于上述

电路图，明显的，所有电容的 0m 项都等于 1。 

这里将电容初始值设为 0 来计算电路各点的 0m 项，对于所有的电路拓扑结构都是成

立的，如图 2-8 所示。相同的，如果考虑电感 L，电路变为 RLC 树状电路，那么此时计

算电路各点的 0m 项时，电感 L 将会被值为 0 的理想电压源所替代，而电容仍旧被值为 0

的理想电流源所替代。 



第二章 Elmore 延时和矩 

第 18 页 

  

图 2-8 图 2-5 RC 树电路的求解 0m 时的等效电路图 

下面求解 s 前面的系数 1m ，考虑图 2-7，观察电流和电压的公式，我们可以发现，电

压表达式中的 s 项是由电流源中的 s 项产生的。由于在上轮求解 0m 项的过程中，我们已

经求得了电流表达式中的 s 项。因此，我们可以通过将所有的电容设定为值为 0
i

iC m ，然

后求解各点的直流电压来求解 1m 项。此时，直流电压源在 s 前的系数为 0，因此它对于

计算 1m 项不会产生任何影响。如图 2-8 所示，所有元件通过这样设定之后，通过解直流

方程就能求得所有的 1m 项。 

 

图 2-9 图 2-5RC 树电路的求解 1m 时的等效电路图 
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利用相同的原理，我们就可以轻松的求得所有结点更高阶的矩，如下图 2-10 所示。 

 
图 2-10 图 2-5 的 RC 树电路求解 q+1 阶矩时的等效电路 

2.4.2 中心矩 

Elmore 延时的精确度通常由冲激响应均值和中位值所分布的地方决定，一般没有确

定的方法来判断 Elmore 延时的误差有多少，但是可以通过高阶矩的信息来判断它的相

对精确度。可以通过中心矩来刻画高阶波形。 

和矩一样，中心矩也来自于概率分布理论。通过分析 Elmore 函数的分布，我们可以

用它来近似 Elmore 延时。考虑上节提到过的电路矩的表达式： 

                       
0

( 1) ( )
!

q
q

qm t h t dt
q

∞−
= ∫                       (2-24) 

而冲激响应的均值是 

                                 
0 1

0

0

( )

( )

th t dt
m

m
h t dt

μ

∞

∞

−
= =
∫

∫
                            (2-25) 

当系统的直流增益为单位时，有 0 1m = ， 1mμ = −  

冲激响应的中心矩是关于均值的矩，它的定义如下： 
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0

( ) ( )i
i t h t dtμ μ

∞

= −∫                           (2-26) 

很简单的，通过公式迭代计算，可以得到前面的几阶中心矩： 

                                        0 0mμ =                                   (2-27) 

                                         1 0μ =                                    (2-28) 

                                       
2
1

2 2
0

2 mm
m

μ = −                              (2-29) 

                               
3

1 2 1
3 3 2

0 0

66 2m m mm
m m

μ = − + −                           (2-30) 

和冲激响应的矩不同的是，中心矩有几何意义： 

0μ 是曲线下所覆盖的面积，一般性为单位值，或者就是简单的尺度变换下； 

2μ 是用来衡量曲线至中心的分布的方差。一个较大的方差意味着较为广泛的分布； 

3μ 用来衡量曲线分布的偏移度。 

2.5 本章小结 

Elmore 延时对于分析时序特性非常的重要，几乎在各个层面的电子电路设计自动化

中都会有所应用。对于 RC 树电路，阶跃响应的 50％处的延时一般都有一个上界，也意

味着输入信号有个有限的上升时间。在电路的模型降阶领域中，最为关键的地方就在于

求解电路矩的方法。一个有效的求得电率矩的方法会使得电路分析的效率大为提高，本

章简单介绍了矩的求解过程。下一章，会对已有的求解方法进行新的探索和分析。 
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第三章 符号化分析 

3.1 符号化理论 

电路的符号化分析历史悠久。上世纪 60 年代末及 70 年代初期，随着计算机技术的

进步，符号化电路分析方法成为研究的热点，其代表有 SNAP[4]和 NAPP[9]，他们主要

用来分析模拟滤波器。基于图形的分析方法（例如生成树枚举法和符号流图法）被认为

是最适合用于分析小规模整体均符号化的电路；若只将频率看作符号，可以采用数值的

方法来分析规模较大的电路；将上述两种方法结合，又诞生了所谓的符号数值混合分析

的方法，也就是将小部分的电路参数符号化，从而快速地分析规模较大的电路；随着

SPICE 的诞生，符号化电路分析的优势逐渐被 SPICE 准确和快速的数值结果所掩盖。到

了上世纪 80 年代，为了克服符号化分析对电路规模的限制，层次化分解的分析方法被

提出，电路符号表达式不再是通过展平整个电路来获得而是嵌套式地产生；同时基于矩

阵行列式的分析方法得到发展，它们可以像图形分析方法一样对整体都符号化的电路进

行有效的分析。从上世纪 80 年代后期开始，符号化电路分析方法开始焕发新的活力，

主要是出于对于集成模拟电路分析的需求，诞生了许多成功的符号化仿真器，如

ISAAC[11][12]，ASAP[13][14]，SYNAP[15][19]，SAPEC[19]，SSPICE[20]，SCYMBAL[21]，

SCAPP[22]和 GASCAP[24]。在这些工具中，最灵活和最有效的工具是其中基于行列式的

分析法以及符号流图的方法。符号化电路分析方法重获新生主要有两大驱动力，首先是

计算机计算性能的大幅提高以及相关高效算法的发展，其次是模拟集成电路设计对计算

机辅助设计和设计自动化的迫切需求。 

3.2 BDD 

二叉决策图（BDD）最早由 Lee 等人于 1959 年提出，后来 Akers 于 1978 年将二叉决

策图做了进一步的推广，但由于 BDD 并不具有正则性(canonicity)，因此并未引起人们

的注意。Byrnat 在 1986 年又对二叉决策图做了深入的研究，对二叉决策图的变量顺序

(ordering)进行了限制，并研究了化简方法，从而提出了简化的、有序的二叉决策图

(Reduced Ordered Binary Decision Diagram, ROBDD)的概念。由于 ROBDD 具有正则性，
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即对于任意一个逻辑函数，它的 ROBDD 表示形式是唯一的，因此 ROBDD 开始得到广泛的

研究和应用。绝大多数的逻辑函数都可以用大小合理的 ROBDD 来表示，逻辑函数的运算

复杂度和 ROBDD 的大小成正比，即它的复杂性是线性的。此外 ROBDD 与其他的布尔代数

表示方法相比，所需的存储空间小，计算速度快，且己有的优化方法均可借助于 ROBDD 

获得很高的效率而无需改变算法本身。正是由于 ROBDD 的这些优点，ROBDD 被广泛应用

在逻辑综合、测试生成以及形式验证等许多领域。 

3.2.1 BDD 简介 

BDD 算法是一个有向无环的图形，简称 DAG。每个 BDD 的图形有 2个接地点，0和 1，

分别代表布尔函数 0和 1。每一个非接地点的结点都有其特定的布尔变量 v ，而且它都会

有 2个子结点，分别联结到 1（或者 then）和 0（或者 else）。对于每个非地点的结点，

它都代表了一个布尔函数，当其变量为 1时，指向 1（或者 then）这条边，记为正边，

当其变量为 0时，指向 0（或者 else）这条边，记为负边，如下图 3-1 所示，其中实线

代表正边，虚线代表负边。 

 

图 3-1 简单 BDD 示意图 

 OBDD 是 Ordered Binary Decision Diagram 的缩写，是有序的 BDD 算法。因此，对

于 OBDD，所有的输入变量都按照固定的顺序排成队列，所有源点至地点间的路径都需要

按照输入变量的数许访问。 

 上文提到的 ROBDD 是在 OBDD 的基础上，每个结点都代表了唯一的逻辑函数，即不会

在一个图中出现 2个或者 2个以上的结点拥有重复相同的逻辑函数。这就意味着可以减

少大量不必要的冗余项。 

 一个 BDD 与它所表示的布尔代数之间的关系可以按照如下递归定义: 

1．如果 v节点是接地点，则 
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(a)如果 ( ) 1value v = ，则 1vf =  

(b)如果 ( ) 0value v = ，则 0vf =  

2．如果节点 v不是接地点且它的 index 为 i，则 

 1 2 ( ) 1 2 1 1 ( ) 1 2 1 1( , , , ) ( , , ,0, , ) ( , , ,1, , )v n i low v i i n i high v i i nf x x x x f x x x x x x f x x x x x− + − += +" " " " "   (3-1) 

由于 BDD 没有对变量序进行限制，所以任意一个布尔代数可以用许多 BDD 来表示，

也就是说，BDD 的表示形式并不是不唯一的。 

3.2.2 BDD 特性 

假设现在有逻辑表达式 1 1 2 3 4 5 6f x x x x x x= + + ，按照 1 2 3 4 5 6( , , , , , )x x x x x x 的顺序建立

BDD 树，如下图 3-2 所示。 

 

图 3-2 逻辑表达式 1f 按照 1 2 3 4 5 6( , , , , , )x x x x x x 的的顺序建立的 BDD 图 

这种情况下的 BDD 图十分简单，现按照 1 3 5 2 4 6( , , , , , )x x x x x x 的顺序建立 BDD 树，如下

图 3-3 所示，明显要复杂的多。 
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图 3-3  逻辑表达式 1f 按照 1 3 5 2 4 6( , , , , , )x x x x x x 的的顺序建立的 BDD 图 

可见，对于任意的 BDD，输入变量的排序方式会影响到 BDD 树的结构。这也正是 OBDD

提出的原因。由于在计算机运算中，BDD 中节点数和路径的深度分别对应着计算机实现

算法的空间复杂度和时间复杂度，因此很显然，一个好的变量排序方式会影响 BDD 算法

的效率，而如何选取最为优化的排序方式也就成为了当前国内外所研究的热点。 

现在假设有逻辑表达式 2 1 2 3 1 3 2 3f x x x x x x x= + + ，而且已有其最为优化的排序方式，

那么可以做出它的 OBDD 图，顺序按照变量 x 的下标升序排列。那么可以得到图 3-4(a)

所示。 

                

(a)                                           (b) 

图 3-4 逻辑表达式 2f 的 OBDD 图 
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从图中，我们不难看出，变量 3x 的两个结点具有相同的布尔函数，因此对于这两个结点，

其中一个是冗余项，可以去掉，去掉之后的 OBDD 图变为图 3-4(b)。 

继续观察图 3-4(b)，发现变量 2x 的右边结点的边都指向 3x 这个结点，因此由香农展

开式我们可以知道，这个结点也是冗余项，应当删除。 

经过删除之后，我们就能得到最后最简形式的 OBDD 图，如图 3-5 所示： 

 

图 3-5 化为最简形式的 OBDD 图 

这是再看这个 OBDD 图，它所具有的函数表达式为： 2 1 3 2 3f x x x x= + ，经过验算可知

是原来给出的函数表达式的化简形式。 
因此，一个 ROBDD 图有如下性质： 

（1）对于任意两个同构的 ROBDD 图 G1 和 G2，当且仅当他们的结点集 V1 和 V2 之间存在

一一映射的关系。对于任一结点 1 1v V∈ ，必然存在一个结点 2 2v V∈ ，使得

1 2( ) ( )index v index v= ，或者当结点为地点时， 1 2( ) ( )value v value v= 以及该结点的 2 个子结

点都有 1 2( ) ( )low v low v= 和 1 2( ) ( )high v high v=  

（2）对于 OBDD 中任意一个非源点 v，节点 v的子图定义为以 v为根节点的 OBDD。 

（3）对于任意两个同构的 ROBDD 图 G1 和 G2，对于任一结点 1 1v V∈ ，必然存在一个结点

2 2v V∈ ，使得 1 2v v= ，而且他们的子图也是同构的。 

（4）一个 OBDD 是最简的，当且仅当对于每个节点 v都存在 ( ) ( )low v high v≠ ，以及任意
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两个节点的子图都不是同构的，此时的 OBDD 就是最简有序二又决策图(Reduced Ordered 

Binary Diagram，ROBDD)。 

（5）对于任意一个逻辑函数，f在给定了它的变量顺序后，存在一个唯一的 ROBDD，它

含有最少的节点，其他任何形式的 OBDD 都将包含更多的节点。 

ROBDD 的唯一性具有重要的用途。为了判断两个逻辑函数的等价性，只需要转换为

两个 ROBDD 的同构问题即可，其时间复杂度与 ROBDD 中所包含的节点个数成正比。 

3.2.3 ROBDD 的运算 

所有的 ROBDD 运算都是基于 ITE，其公式如下： 

                               ( , , )ite F G H FG FH= +                              (3-2) 

这个公式定义了一个布尔函数，即如果满足 F，那么就等于 G，否则就等于 H。这个公式

和建立 BDD 时所提到的香农展开式形式一样， 

                                     f vG vH= +                                  (3-3) 

只不过这里的 v是变量，而 F 是函数。 
利用这个 ite 公式，可以表示所有的运算，比如 

 ( , ,0)f g ite f g• =  

 ( ,1, )f g ite f g+ =  

下表 3-1 列出了所有 16 种可能的运算。 

逻辑运算 表达式 ITE 等价形式 

0 0 0 

1 1 1 

( , )AND f g  fg  ( , ,0)ite f g  

f g>  fg  ( , ,0)ite f g  

f   f  f  

g   g  g  

f g<  fg  ( ,0, )ite f g  

( , )XOR f g  f g⊕  ( , , )ite f g g  

( , )OR f g  f g+  ( ,1, )ite f g  
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( , )NOR f g  ( )f g+  ( ,0, )ite f g  

( , )XNOR f g  ( )f g⊕  ( , , )ite f g g  

( )NOT f  f  ( ,0,1)ite f  

( )NOT g  g  ( ,0,1)ite g  

( , )NAND f g  fg  ( , ,1)ite f g  

f g≥  f g+  ( ,1, )ite f g  

f g≤  f g+  ( , ,1)ite f g  

表 3-1 16 种运算的逻辑运算与 ite 等价表示形式 

3.2.4 ROBDD 的建立 

一般来说，实现电路中每个节点所代表的逻辑函数的 ROBDD，可以按照以下两步进

行： 

(1)对原始输入变量建立 ROBDD。 

(2)从原始输入到原始输入，利用以上给出的算法逐级计算内部节点逻辑函数的 ROBDD

表示，直至到达原始输出。 

下图 3-6 给出了一个简单的逻辑函数 3 1 2 3f x x x= + 的建立过程。 

            

（a）对原始变量建立 ROBDD             （b）得到乘积项 1 2x x      （c）最后完成和项之后 

图 3-6 逻辑函数 3f 建立 ROBDD 树的过程 
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3.3 符号化矩量分析 

在前面的章节中，分别介绍了矩的求解方式和符号化分析的重要算法 ROBDD（以下

简称 BDD）算法。由于之前求解矩的过程都是基于数值方式的，因此很自然的就能联想

到是否能用符号化的方式来求解矩，本小节将介绍利用符号化的方式来进行矩量分析。 

3.3.1 算法的产生 

假设现在有如下图 3-7 的简单 RC 树状电路。 

 
图 3-7 简单 RC 树状电路 

 通过上文介绍的方法，可以求得这个电路所有结点各阶的矩，现在列出 0m 、 1m 、 2m

三项。 
 1C  2C  3C  

0m  1 1 1 

1m  1 2 3 1( )C C C R+ +  1 2 3 1 2 2( )C C C R C R+ + +  1 2 3 1 3 3( )C C C R C R+ + +  

2m  2 2
1 2 3 1

2 2
2 1 2 3 1 3

( )C C C R

C R R C R R

+ +

+ +
 

2 2 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 3

2 2
1 2 3 3 1 3 3 3

( )

( )

C C C R C R R C R R

C C C C R R C R

+ + + +

+ + + +

2 2 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 3

2 2
1 2 3 2 1 2 2 2

( )

( )

C C C R C R R C R R

C C C C R R C R

+ + + +

+ + + +

表 3-2 简单 RC 树状电路各点的前 3 个矩的值 

从表中，我们发现，不论矩的值多么复杂，在 RC 树状电路中，各阶的矩一直都是

R 和 C 这两个系列变量的积和形式。 
 考虑到上文介绍的 BDD 算法中，所代表的逻辑表达式也都是积和形式，因此提出

利用 BDD 的结构来构造电路的拓扑结构。 
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3.3.2 算法的介绍 

对于任意的 RC 树状电路，要求得其所有结点各阶的矩，由 RICE 算法可知，首先

要进行一次反向深度优先遍历，求得各个结点的电压值，然后再进行一次正向的深度优

先遍历来求得各个结点的电流值。 
算法的主要步骤如下： 

（1） 首先，通过一个反向遍历，对所有的电容 C 进行 ROBDD 的建立，一共建立 i个
结点，每个结点的子结点分别为 0 和 1，并且建立响应的部分和 ROBDD 树。 

（2） 其次，通过一个正向遍历，对所有的电阻 R 也进行 ROBDD 的建立，它的正边为

电容 C 的部分和记为 iC∑ ，负边为前面连接的电阻，或者是 0（此时应为最前

面的电阻 R，即 1R ）。 

经过这两个步骤，就可以建立一个完整的 RC 树状 BDD 机构图。 

（3）对于结点 i的第 j 阶矩，只要从这个 BDD 图上的第 i个结点开始遍历，当遍历次数

小于 j 时，所有的电容 iC 的结点的正边都为该 BDD 结构图中对应的 iR ，当遍历次数等

于 j 时，所有电容 iC 的结点的正边都为地点 1。 

以上步骤中，关键所在就是 C 的部分和 iC∑ 的确定。现假设对于一个 RC 树状电路，

电容和电阻的序号（即下标）在任一支路按照升序排列。那么一般来说，对于固定电容

iC ，它的部分和就是这个电容所在支路中，所有序号大于 i的电容之和。比如下图 3-8

所示的一个树状电路，它的所有电容相对应的部分和如下表 3-3 所示: 
电容 对应部分和 

1C  1 2 3 4 5C C C C C+ + + +  

2C  2 3C C+  

3C  3C  

4C  4 5C C+  

5C  5C  

表 3-3 图 3-8 所示电路图各电容对应部分和 
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图 3-8 RC 树状电路图 

 对于如上的电路图，具体建立过程如下，首先是反向遍历，建立关于电容 C 的 BDD
结构。如下图 3-9 所示。 

iC

 

图 3-9 电容 iC 的 ROBDD 机构图 

其中， iC 中的 i 分别为 1，2，3，4，5。而对于这 5 个电容 C，它们所对应的电容部分

和的 BDD 结构如下图 3-10 所示。 

                       
(a) 1C 对应的部分和结构            (b) 2C 对应的部分和结构        (c) 3C 对应的部分和结构 



第三章 符号化分析 

第 31 页 

                  

        (d) 4C 对应的部分和结构                      (e) 5C 对应的部分和结构 

                     图 3-10  各电容 iC 所对应的部分和结构示意图 

得到所有电容 iC 以及它对应的部分和的 BDD 结构图之后，第一步的反向遍历就结束

了。接下来就是正向遍历确定各个电阻 iR 的对应的 BDD 结构图。整个正向遍历建立 BDD

结构图的过程如下图 3-11 所示。 

建立的第一个结点是 1R ，它对应的电容部分和是 1 2 3 4 5C C C C C+ + + + ，因此结构如

图 3-11（a）所示。第二个结点是 2R ，它所对应电容的部分和为 2 3C C+ ，根据前面建

立步骤中介绍的，该结点的正边应当为它所对应的部分和，而它的负边应当为它前面的

电阻，此时即为 1R ，那么此时建立 2R 之后的 BDD 结构如图 3-11(b)所示。 

01

C5

C4

C3

C2

C1

R1

                      

(a) 1R 对应的 BDD 结构图                           (b) 2R 对应的 BDD 结构图 

图 3-11 1R 与 2R 对应的 BDD 结构图 
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同理，可以建立 3R 的 BDD 结构图如下图 3-12 所示，图中，根据 BDD 的运算规则，由

于 3R 对应的部分和为 3C ，为冗余项，因此 3R 正边直接连到了已有的结点上。 

 

图 3-12 3R 的 BDD 结构图 

根据电路图所示， 4R 的前项电阻为 1R ，因此它的负边直接连接到结点 1R ，根据相同

的原理，可以得到最终整个 RC 树状电路的 BDD 结构图，如下图 3-13 所示。 

 

图 3-13 RC 树状电路 BDD 结构图 
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有了该电路的 BDD 结构图，按照之前介绍的步骤 3 就可以轻松的得到任意结点的

任一阶矩的值。 

 仍旧是该电路图，假设需要知道电容 3C 的一阶矩，可知只需要遍历 1 次，从结点 3R

开始遍历，可以得到 3C 的一阶矩的表达式为 

3 3 2 2 3 1 1 2 3 4 5( ) ( )R C R C C R C C C C C+ + + + + + +  

正好等于该结点的 Elmore 延时。 

如果需要知道 3C 电容的二阶矩，那么需要对 BDD 结构图遍历 2 次，从结点 3R 开始

遍历，当遍历次数等于 1 时，可以得到与刚才类似的表达式 

3 3 2 2 3 1 1 2 3 4 5( ) ( )R C R C C R C C C C C′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +  

但由于遍历次数小于 2，此时所有的电容 iC 的结点的正边都是都为该 BDD 结构图中对

应的 iR ，其实际含义就是指向了上一阶矩的值。因此，此时上式中的 iC′分别为： 

1 1 1 1 2 3 4 5( )C C R C C C C C′ = + + + +  

2 2 2 2 3 1 1 2 3 4 5[ ( ) ( )]C C R C C R C C C C C′ = + + + + + +  

3 3 3 3 2 2 3 1 1 2 3 4 5[ ( ) ( )]C C R C R C C R C C C C C′ = + + + + + + +  

4 4 4 4 5 1 1 2 3 4 5[ ( ) ( )]C C R C C R C C C C C′ = + + + + + +  

5 5 5 5 4 4 5 1 1 2 3 4 5[ ( ) ( )]C C R C R C C R C C C C C′ = + + + + + + +  

 对于电容 3C 的 i阶矩，需要按照上面举例的步骤遍历 i次电路的 BDD 结构图就可以

计算得到。 
在实际求解过程中，当代入数值运算时，并不需要每次都完全遍历整个过程，只需

要将前一次计算得到的矩的值存起来，然后这次计算的时候直接调用即可。 
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3.3.3 算法的优化 

在计算过程中，发现 BDD 结构图中的一些结点仍旧是冗余信息，比如图 3-14 中左边

的 2个结点。 

 
图 3-14 BDD 结构图及其冗余结点 

在上面这个电路中，共有 5 个电容C ，却出现了 2 个冗余的结点C 。假设，现在共

有n 个电容C ，分为 2 条支路，电路结构如图 3-15 所示，那么所产生的冗余结点数就

是 2n − 个，BDD 结构如图 3-16 所示。 

当支路再多点的情况下，冗余项的产生极为可怕，最坏的情况为，每多一条支路，

冗余项增加个，此时冗余项个数与支路数的关系为： 

                       
2

1
( 2 ) ( )

k

i
num n i kn k k

=

= − = − +∑                          (3-4) 

 

  
图 3-15 特殊的 RC 树状电路图 
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图 3-16 图 3-15 所示 RC 电路对应 BDD 结构图 

对于一个含有 n个电容的RC树电路（ n为偶数），最多有 1
2
n
+ 条支路，那么当 1

2
nk = +

时，总的冗余结点数为
2 21( ) 2

4 2
nnum kn k k n= − + = − −                        (3-5) 

为了去掉这些 2( )O n 冗余结点，就要对原来的 BDD 结构修改。新的电路结构图不再

是单纯的 BDD 结构，而是一个 BDD 结构和树状结构的结合体。在上文提到的建立 BDD 图

结构的第一步，原来是通过反向遍历建立所有电容 C的 BDD 结构，如果此时仍旧采用 BDD

结构，那么不论如何优化算法，比如限定变量的输入顺序等等，或多或少都会产生不可

避免的冗余结点。现在修改后，通过将这些电容建成一个树状结构，就可以完全避免冗

余结点的产生。对于图 3-8 的电路图，树状的电容结构图如下图 3-17 所示。 

 

图 3-17 图 3-8 电路图中电容 C 对应的树状结构图 

经过修改后的结构中，连接 2个电容 C结点间的边仅代表加法操作。那么对应图 3-8
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电路的完整结构图如下图 3-18 所示： 

C1

C2 C4

C3 C5

R1

R2

R3

R4

R5

0

 

图 3-18 图 3-8 电路图对应结构图 

优化后的算法，除了在第一步时，将原先的建立电容 C 的 BDD 结构改成了建立电容

C的树状结构，后面 2步均保持不变。求解矩的过程仍为原来的方法。 

3.4 本章小结 

本章先介绍了符号化理论中的重要算法，二叉判定图算法（BDD 算法）。通过分析

介绍 BDD 算法的特性，发现 BDD 的结构正好符合典型的 RC 树状电路的结构，而其运

算表示为乘加的特性正好符合电路矩的表达式的特性。因此随后提出了新的利用符号化

分析电路矩的算法。通过例子具体介绍了这个符号化分析算法。再根据数据结构的优化，

提出了最后的由 BDD 结构和树状结构相结合的符号化算法。 
 在下一章中，会就这种符号化算法在时序估计方面的效率进行分析。在第五章，将

通过符号化算法来分析电路中的元素对于电路矩的影响。 
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第四章 延时应用 

在 IC 设计过程中，不论是布局布线，还是插入缓存，都需要通过考虑 RC 延时来优

化性能。至今为止，Elmore 延时仍十分被广泛使用就是因为它具有一个简单闭合的表达

式。但随着电路设计工艺的特征尺寸越来越小，Elmore 延时已经逐渐不能对电路提供较

高的精度，而这也就引起了众多学者对延时近似的研究。 

4.1 时序估计 

4.1.1 DM1 和 DM2 近似 

假设 RC 树电路中，有结点集合 0 1 2{ , , , , }nv v v v" ，其中是 0v 输入源，对于任意结点 iv

（0 i n< ≤ ）有电容接地。另 ip 为该结点的前向结点，或者说是父结点。而 iR 为 ip 和 iv 之

间的电阻。再令 kiR 为路径 0v 至 iv 与路径 0v 至 kv 之间相重复的部分电阻和。那么，可以

将结点 iv 的 Elmore 延时，即路径 0v 至 iv 的 Elmore 延时写成如下表达式： 

                               
1

n

i ki i
k

ED R C
=

= ∑                           (4-1) 

从公式中也可以看出，通过两次遍历就可以完全求出任意结点的 Elmore 延时。

Elmore 延时也可以写成如下的递归形式： 

                          ( )i pi i i diED ED R C C= + +                       (4-2) 

其中，
( )

di k
k s i

C C
∈

= ∑                                                         (4-3) 

( )s i 是沿着结点 iv 所在路径往后的所有结点的集合。 

令 i
jm 为结点 iv 的第 j 阶矩。假设输入源为理想单位输入源，那么有 0 1im = 。这样通
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过递归调用可以写出 i
jm 的表达式： 

                         1
1

n
i k
j ki k j

k

m R C m −
=

= −∑                       (4-4) 

通过矩匹配的方法，可以对一个电路的传输函数近似降阶成 q 阶，有： 

                         1 2

1 2

ˆ ( ) q

q

kk k
H s

s p s p s p
= + + +

− − −
"                      (4-5) 

其中 1 2, , , qk k k" 是极点 1 2, , , qp p p" 相对应的留数。对于一个 RC 树电路，在 s 平面

上，所有的极点都处于负实数轴上。令 ( )V s 为单位阶跃输入的电压响应的 Laplace 变换。

那么
1ˆ( ) ( )V s H s
s

= i                                                               (4-6) 

它在时域上的响应 ( )v t 就可以写成： 

                     1 21 2

1 2

( ) 1 qp tqp t p t

q

kk kv t e e e
p p p

= + + + +"                   (4-7) 

进行尺度变换，令 i
i

i

kk
p

′ = ，下面讨论中所有提到的 ik 就是这里的 ik ′。那么上式(4-7)

可以写成如下简单形式： 

                      1 2
1 2( ) 1 qp tp t p t

qv t k e k e k e= + + + +"                     (4-8) 

利用上文提到的 AWE（渐进波形求值）算法，可以用电路各结点的前 2q 阶矩求得

q 阶的极点和留数。对于这样一个 q 阶近似的模型降阶问题，所有极点满足

1 20 qp p p≥ ≥ ≥ ≥" ，如果存在极点 1 2p p� 这种情况，那么可以称 1p 为主极点。 

如果是 1p 主极点，对于式(4-8)可以忽略后面 1q − 项，近似为： 

                               1
1( ) 1 p tv t k e= +                              (4-9) 

只要令 ( )v t 等于 0.5，就可以解得该结点 50％的延时： 
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                           1
1

1 ln(2 )Dt k
p

= −                        (4-10) 

此时 1q = ，再令 1 1k = 有 1
1

1p
m

= ，那么此时式(4-10)就可以写成： 

                           1 ln(2)Dt m= −                          (4-11) 

明显的，上式(4-11)是 Elmore 延时的一个尺度变换。 

当考虑式(4-8)含有 2 个极点，即 1p 和 2p 时，假定 ( 0) 0v t = = ，它在时域的传输

函数就是 

                              1 2
1 2( ) 1 p t p tv t k e k e= + +                         (4-12) 

通过用前 3 个矩 0 1 2, ,m m m 可以求得这两个极点： 

                           1,2 2
1 2 1

2
4 3

p
m m m

=
−∓

                    (4-13) 

而留数为： 

                          1 2 2
2 1

1
4 3

k k
m m

= − = −
−

                  (4-14) 

 
再将式(4-13)和式(4-14)代入式(4-12)可以求得此时的延时，就是 DM1： 

                2 1
1 2 1 2

2 1

11 ( 4 3 ) ln(1 )
2 4 3

mDM m m m
m m

= − + − −
−

        (4-15) 

为了简化 DM1 公式，将这两个主极点 1p 、 2p 近似成一个主极点 qp ： 

                         2
2 12 2

1 2

1 1 1 2
d

m m
p p p

= − + = − −                 (4-16) 

令 1k = ，那么此时的延时表示就是 DM2： 

                               2
2 12 2 ln(2)DM m m= −                         (4-17) 

根据相同的方法，可以求得 DM3，DM4 的表达近似，这里就不再一一描述其推导
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过程。 

4.1.2 D2M 近似 

从上面 DM1 和 DM2 公式可以看出，前 3 阶的矩可以提供足够的信息来对延时进行

较为精确的近似。但是，不论是那种方法，都需要通过大量的推导计算工作来求得延时

值。 
这里，要介绍由 Charles.J.Alpert 提出的一个经验公式： 

                  
2

1 1
1

2 2

2 ( ) ln(2) ln(2)m mD M m
m m

= − − =                  (4-18) 

Gupta 证明过对于一个 RC 树电路，它的传输函数的二阶中心矩一定是非负的，即 

                              2
2 2 12 0m mμ = − ≥                           (4-19) 

那么，对于式(4-18)中的 D2M，必定是小于 Elmore 延时的，因为： 

                   
2 2
1 1

1 1 1
22

2 ln(2) ln(2) ln(2) 2 0.9802m mD M m m m
mm

= = ≤ =        (4-20) 

但需要注意的是，式(4-20)所表达的意义并不只是 D2M 比 Elmore 延时小 2％，而是

它的上限相对的比 Elmore 延时的上限小了 2％，因此它比 Elmore 延时更为精确。 

4.2 试验数据 

4.2.1 测试延时近似的精度 

4.2.1.1 当仅存在一条支路的情况 

电路图如图 4-1 所示。 
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图 4-1 包含 20 个电阻和电容的 RC 树状电路图 

其中，各元件值分别为： 

80iR = Ω， 1,2, , 20i = …  

1iC pF= ， 1,2, , 20i = …  

经过测试得到的延时比较： 
 SPICE Elmore D2M DM2 

1C  0.11 1.60 0.41 4.05  

2C  0.36 3.12 1.12 5.52  

3C  0.80 4.56 1.95 6.52  

4C  1.42 5.92 2.86 7.25  

5C  2.22 7.20 3.80 7.81  

6C  3.18 8.40 4.75 8.24  

7C  4.30 9.52 5.69 8.58  

8C  5.20 10.56 6.60 8.84  

9C  6.71 11.52 7.48 9.03  

10C  7.81 12.40 8.31 9.18  

11C  8.78 13.20 9.08 9.30  

12C  9.63 13.92 9.79 9.38  

13C  10.36 14.56 10.43 9.43  

14C  10.98 15.12 11.00 9.47  

15C  11.49 15.60 11.49 9.49  

16C  11.92 16.00 11.91 9.51  

17C  12.25 16.32 12.24 9.52  

18C  12.51 16.56 12.50 9.52  

19C  12.65 16.72 12.67 9.52  

20C  12.73 16.80 12.75 9.52  

表 4-1 图 4-1RC 电路的各种延时近似和 SPICE 及 Elmore 延时的比较（单位
910 s−

） 
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从上表中，可以看出来，经验公式 D2M 在远端的近似几乎与 SPICE 仿真器一致，

而在近端处稍微有点偏大。而 Elmore 延时不论在近端和远端都比 SPICE 仿真要大很多，

可见 D2M 在近似延时方面要比单纯的使用 Elmore 延时要精确。而 DM2 公式，由于是

近似了一个主极点，因此在电路的中间部分，较为精确，和 SPICE 仿真结果差别不大，

但是在远端和近端都有一定的差距，近端偏大，远端偏小。 

4.2.1.2 多条支路的情况 

电路图如图 4-2 所示。 

 

图 4-2 有多条支路的 RC 树状电路图 

其中，各元件值分别为： 

1 100R = Ω， 2 3 4 5 6 7 8 80R R R R R R R= = = = = = = Ω  

9 10 11 12 13 70R R R R R= = = = = Ω， 14 15 16 17 90R R R R= = = = Ω  

18 19 20 60R R R= = = Ω  

1 2 3 4 5 6 7 8 0.8C C C C C C C C pF= = = = = = = =  

 9 10 11 12 13 1C C C C C pF= = = = = ， 14 15 16 17 0.9C C C C pF= = = =  

18 19 20 1.2C C C pF= = =  
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经过测试得到的延时比较。 

 SPICE Elmore D2M DM2 

1C  0.89 1.86 1.08  1.75 

2C  1.39 2.31 1.47  1.87 

3C  1.83 2.69 1.83  1.95 

4C  2.19 3.01 2.14  1.99 

5C  2.49 3.27 2.40  2.01 

6C  2.67 3.46 2.59  2.02 

7C  2.81 3.59 2.73  2.02 

8C  2.87 3.65 2.80  2.02 

9C  1.33 2.21 1.40  1.80 

10C  1.65 2.49 1.67  1.83 

11C  1.89 2.70 1.89  1.84 

12C  2.03 2.84 2.03  1.85 

13C  2.11 2.91 2.10  1.85 

14C  1.33 2.18 1.38  1.78 

15C  1.58 2.43 1.62  1.80 

16C  1.76 2.59 1.79  1.81 

17C  1.84 2.67 1.87  1.81 

18C  1.16 2.08 1.29  1.76 

19C  1.31 2.22 1.43  1.76 

20C  1.38 2.29 1.50  1.76 

表 4-2 图 4-2RC 电路图的各种延时近似和 SPICE 及 Elmore 延时的比较（单位
910 s−

） 

该测试总电容数和上个测试一样，都是 20，但是由于支路个数增加，每个支路所含

的电容数减少，因此在每个支路的远端，都没有和上个例子一样精确。但总体来说，对

于经验公式 D2M，在任一支路的远端，它的精确度都是最好的；Elmore 延时由于只是一

阶矩的值，因此整体仍旧偏大；而 DM2 在每个支路的中段近似的较好，近端偏大，远端

偏小。 
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4.2.2 测试延时近似的速度 

这个测试主要用来验证程序能运算和建立多大的电路。 

现将一个电阻 R和一个电容 C构成的结构称为一个梯形结构，对于规则的 RC 树状电

路，有多少个这样的梯形结构就能决定该电路有多大。运行硬件环境是： 

芯片 Intel Pentium 1.7GHz，内存 1G 

下表 4-3 为运行电路所含梯形结构的个数及其对应运行的时间，该运行时间包括读

取电路网表结构，建立对应电路结构图以及分别计算一阶和二阶矩。 

电路图（RC） 一阶矩 二阶矩 

4 个 梯形结构 0.015 0.001 

30 个梯形结构 0.016 0.001 

100 个梯形结构 0.046 0.022 

500 个梯形结构 0.703 0.372 

2000 个梯形结构 17.656 7.422 

4000 个梯形结构 99.969 27.468 

10000 个梯形结构 1449.551 203.517 

表 4-3  电路图大小及其对应运算时间（单位：秒） 

 上表中，计算二阶矩是建立在一阶矩的基础上，其所用时间较少是因为少了读取电

路网表并建立对应结构图。从上表中，不难看出，这种算法可以处理较大的 RC 树状电

路，速度较快。 

在分析电路延时时，利用符号化分析能快速的计算矩，有效率的近似电路延时。下

表 4-4 列出了本算法和 SPICE 的速度比较。近似延时采用了经验公式 D2M。 

电路图（RC） 符号化分析 HSPICE 

4 个 梯形结构 0.016s 0.017s 

30 个梯形结构 0.017s 2.33s 

100 个梯形结构 0.068s 15.68s 

500 个梯形结构 1.075s 72.35s 

2000 个梯形结构 25.078s 532.67s 

4000 个梯形结构 127.437s 1435.24s 

10000 个梯形结构 1653.068s ～ 

表 4-4 符号化分析近似延时和 HSPICE 分析延时速度比较 

当电路不大时，差距并不明显，当电路达到上千个梯形结构时，HSPICE 运行速度明

显很慢，而符号化分析的效率就较为客观，在近似电路延时的时候，只需要建立结构并

且计算得到前 2阶矩即可。 
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4.3 本章小结 

本章介绍了几种较为精确的近似延时的方法，并对这些方法进行了测试和分析，利

用符号化分析方法，可以快速的得到各阶的矩和电路延时。通过试验数据，选择不同的

近似公式，可以在不同的地方得到相对较为精确的结果。比如 D2M，在远端十分精确，

几乎和 SPICE 仿真一样，而在近端相差较大。而 DM2，在近端和远端都不是十分精确，

但在电路的中间部分却相对精确。因此，考虑需要分析的结点的位置，选择一个适当的

近似公式。 

 在测试精度的同时，还利用符号化算法和 SPICE 仿真的测试速度进行了比较。很明

显的，由于算法采用了较为简单的数据结构，因此可以迅速的计算上万阶的电路的矩，

只需要建立一个电路结构即可，而 SPICE 需要通过瞬态分析来计算延时。因此，在速度

方面，符号化分析法有很明显的优势。 

 除了以上提到的速度和精度，符号化分析法可以直接观察到各个结点任一阶矩的表

达式，而这可以使我们观察到电路中各元件对于某一固定结点的矩的影响，在下一章中，

会就这一问题展开详细的讨论。 

 

 

 



第五章 敏感性分析 

第 46 页 

第五章 敏感性分析 

利用符号化分析可以得到 RC 树状电路的结构图，并且可以获得任一结点的任意阶矩

的表达式。如果代入数值，也能轻易的获得各个结点的矩的数值，本章将讨论这些电路

矩的敏感性。 

现假定 ( )D i 为沿着结点 i所在支路，自结点 i开始，所有序号大于 i的结点。 ( )P n 为

从结点n 至输入端的路径。
j

im 为第 i个结点的第 j 阶矩。 

那么对于任意结点 i的第 j 阶矩，我们可以将它表示成 

                                
1

( ) ( )

( )j j
i l k k

l P i k D i

m R C m −

∈ ∈

= ∑ ∑                   (5-1) 

对于这个公式，如果不考虑公式的迭代性，观察发现其中主要有 3 个参数，即电阻

R，电容 C和上一阶的矩
1j

im −
，那分别对这 3者求偏导就可以得出矩对这 3个参数的敏

感性。现在假设 lw 是这个互连线的宽度，那么有如下偏导： 

        

1

1

j j j j j
i i l i l i k

j
kl l l l l k l

m m R m C m m
w R w C w m w

−

−

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑            (5-2) 

从上式中，不难发现对于电路矩，它的敏感度是十分复杂的，因为对其产生影响的

不仅仅是电路元件电阻和电容，还包括动态变化的电路各个结点矩对其的影响。因此，

要十分精确的分析电路矩的敏感度是十分困难的。在这里，将电路的上一阶矩近似看成

电路的元件，那么上面公式中的三部分分别对电路矩产生了影响，下面依次对其进行讨

论。 

5.1 对于电阻的敏感度 

电阻 R是构成 RC 树状电路的重要组成部分，在电路不同地方的电阻对于固定结点的

第 j 阶矩的影响是不同的。 
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对于电路中任意的电阻 R，有： 

                          1( 1)
j

j ki
j

k

m M
R −

∂
= −

∂ ， ( )i D k∈                      (5-2) 

其中，
1 1 1

( )
( 1)j j j

k l l
l D i

M C m− − −

∈

= −∑  

      0
j

i

k

m
R

∂
=

∂ ， ( )i D k∉                                  (5-3) 

上式(5-2)(5-3)说明，对于固定结点 i，任一结点 k 对它的 j 阶矩的影响，是沿着结

点 i所在支路，自结点 i开始，所有序号大于 i的结点的电容与上一阶矩的乘积的和。由

于上式中还包含迭代的上一阶矩，因此这并不是完全准确的敏感度，而是近似的敏感度。

下文讨论的电容和前一阶矩对当前矩的影响都是如此。 

 

 

图 5-1 RC 电路图 

对于上图中结点 8，连接电容 8C ，其余各电阻值均为100Ω，电容值均为1pF 。通

过改变电阻 8R 的阻值观察三阶矩
3
8m 与电阻的关系，下表 5-1 为三阶矩，二阶矩，一阶

矩和阻值的关系。 
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8R 的阻值（Ω） 一阶矩
1
8m ( 910− ) 二阶矩

2
8m ( 1810− ) 三阶矩

3
8m ( 2710− ) 

10 4.71    18.07 65.7 

20 4.72 18.13 65.9 

50 4.75 18.29 66.7 

75 4.78 18.43 67.2 

100 4.80  18.57 67.87 

150 4.85  18.85  69.11  

200 4.90  19.14  70.39  

300 5.00  19.73  73.05  

500 5.20  20.97  78.79  

750 5.45  22.63  86.82  

1000 5.70  24.42  95.90  

1500 6.20  28.37  117.56  

2000 6.70  32.82  144.52  

3000 7.70  43.22  217.34  

5000 9.70  70.02  459.58  

10000 14.70  172.02  1908.68  

表 5-1 阻值和矩的关系 

 

图 5-2 矩和阻值的关系图 
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图 5-3 阻值和前后 2 阶矩的比例之间的关系 

图 5-3 中，红色曲线代表的是结点 8的二阶矩和一阶矩的比值与电阻 R8 的关系，蓝

色曲线代表的是结点 8的三阶矩和二阶矩的比值与电阻 R8 的关系。 

仅仅从图 5-2 很难发现阻值和矩之间的关系，只能判断出随着阶数的增高，阻值的

变化对矩的影响越来越大。图 5-2 中的最下面的曲线代表的是，一阶矩根据电阻 R8 变

化的曲线。从 0至 10000 间比较平稳，几乎不变，而当中的曲线，代表的是二阶矩，是

效率较小的线性曲线，至于最上方的曲线，代表的是三阶矩，到了后期，几乎是按平方

变化。这一点可以从图 5-3 中得到解释，随着阻值的增大，前后 2阶矩之间的比值是线

性增大的，那么对于 3 1/m m 显然就是平方变化了。 

8R 的阻值（Ω） 一阶矩
1
8m ( 910− ) 二阶矩

2
8m ( 1810− ) 三阶矩

3
8m ( 2710− ) 

10 4.7100    18.0741 65.7088 

10.1 4.7101 18.0746 65.7112 

10.2 4.7102 18.0752 65.7135 

10.3 4.7103 18.0757 65.7158 

10.4 4.7104 18.0763 65.7182 

10.5 4.7105 18.0768 65.7205 

10.6 4.7106 18.0774 65.7229 

10.7 4.7107 18.0779 65.7252 

10.8 4.7108 18.0784 65.7256 
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10.9 4.7109 18.0790 65.7299 

11 4.7110 18.0795 65.7323 

11.1 4.7111 18.0801 65.7346 

11.2 4.7112 18.0806 65.7370 

11.3 4.7113 18.0811 65.7393 

11.4 4.7114 18.0817 65.7416 

11.5 4.7115 18.0822 65.7440 

表 5-2 阻值和矩的关系 

从上表 5-2 中，可以看出前 3 阶矩几乎是随着电阻 8R 的改变而线性增长的。斜率几

乎是上一阶矩的值。 
以上研究的是在同一支路上的电阻对矩的影响。下表 5-3 列出了不同支路的电阻对

矩的影响。 

13R 的阻值（Ω） 一阶矩
1
8m ( 910− ) 二阶矩

2
8m ( 1810− ) 三阶矩

3
8m ( 2710− ) 

50 4.80 18.57 67.84 

100 4.80 18.57 67.87 

250 4.80 18.59 67.96 

500 4.80 18.61 68.12 

1000 4.80 18.66 68.44 

2000 4.80 18.76 69.07 

5000 4.80 19.06 70.96 

10000 4.80 19.56 74.11 

表 5-3 不同支路电阻对矩的影响 

从上表中，不难发现，由于 13R 和结点 8 并不处于同一支路，因此对于结点 8 的矩

的影响几乎为 0。所有矩的值几乎不变。所以当两个结点处于不同的支路时，互相之间

没有影响。 

5.2 对于电容的敏感度 

除了电阻 R，电容 C在 RC 树状电路中是另外一个重要的组成部分。经过上面的讨论，

已经知道电阻和前后矩的比值存在线性关系，下面就来讨论电容 C和矩值的关系。 
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对于电路中任意的电容 C，有： 

                          
1

( ) ( )

j
ji

l l
l P i P kk

m R m
C

−

∈ ∩

∂
= −

∂ ∑                          (5-4) 

这个公式说明任意结点的矩的值和任一电容的关系是，从输入源点至这两者之间的

路径的公共部分的电阻和其上一阶矩的乘积的和。 

 还是看上面图 5-1 的 RC 树电路，假设所有电阻为 100，电容除了 2C 之外都是1pF 。

考虑电容 2C 对结点 8的影响，由于结点 2至源点的路径和结点 8至源点路径的公共部分

为 1R 和 2R ，所以应该考虑这两项。下表 5-4 为电容和其因素与矩的关系。 

 

2C (pF) 
1 1

1 1 2 2R m R m+ ( 710− ) 2
8m ( 1810− )

2 2
1 1 2 2R m R m+ ( 1610− ) 3

8m ( 2710− )

0.5 4.55 17.90 14.85 64.42 

0.75 4.63 18.23 15.21 66.12 

1 4.70 18.57 15.58 67.87 

1.5 4.85 19.27 16.34 71.49 

2 5.00 19.98 17.13 75.30 

5 5.90 24.69 22.50 102.36 

10 7.40 34.14 33.85 166.17 

20 10.40 59.04 65.55 385.59 

50 19.40 181.74 232.65 2210.25 

100 34.40 546.24 751.15 12019.35 

200 64.40 1875.24 2688.15 78617.55 

500 154.40 10662.24 15699.15 1086252.15

表 5-4 RC 电路中电容对矩的影响 
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图 5-4 矩和电容之间的关系 

由图 5-4 可以看出，电容 2C 对结点 8 的矩的都是和他们至源点的公共部分与其上

一阶的矩的乘积的和。而且对于固定的电容值 2C ，这个比值是固定的。随着电容 2C 的

增大，这个比值线性增加。 

 但不要认为电容对于矩的影响是线性的。由于上图中牵涉到了上一阶的矩，因此这

个迭代过程会让电容的影响放大数倍，下图是电容 2C 对结点 8的矩的影响。 

 

图 5-5 电容 2C 与结点 8 的矩的直接关系图 

图中，上方曲线代表的三阶矩对于电容 C 的变化十分敏感，对于更高阶的矩，敏感
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度更加强。 

5.3 对于前一阶矩的敏感度 

从前面的分析可以看出，不论是电阻 R 还是电容 C，和某个结点的 j 阶矩的关系中

总会出现 1j − 阶矩，下面就讨论下前一阶矩对这阶矩的影响。 

对于电路中任意结点的第 1j − 阶矩，有： 

                           1
( ) ( )

j
i

u kj
u P i P kk

m R C
m −

∈ ∩

∂
= −

∂ ∑                        (5-5) 

式(5-5)说明结点 i的 j 阶矩和结点 k 的 1j − 阶矩的比值，满足他们至源点的公共部

分的 R和结点 k所连接电容 kC 的乘积的和。 

继续看图 5-1 所示电路图，假设所有电阻为 100，电容都是1pF 。考虑结点 3 的矩

对结点 8的矩的影响，由于结点 3至源点的路径和结点 8至源点路径的公共部分为 1R 、

2R 和 3R ，所以应该考虑这三项。 

通过改变不同支路上的电阻电容值，达到改变结点 3的矩。保持 1R 、 2R 和 3R 以及 3C

不变。 

下表 5-4 列出了结点 3和结点 8之间的关系： 
1
3m ( 910− ) 

2
3m ( 1810− ) 

2
8m ( 1810− ) 

3
8m ( 2710− ) 

3.30 11.72 18.57 67.87 

3.35 12.03 18.96 69.56 

3.40 12.35 19.35 71.30 

3.70 14.48 21.93 82.84 

4.00 16.97 24.87 96.25 

4.70 24.18 33.13 134.83 
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6.20 46.23 57.43 251.82 

8.20 89.63 103.83 480.60 

13.20 268.13 289.83 1416.55 

23.20 925.13 961.83 4848.45 

表 5-6 部分结点的矩与结点 8 的矩的关系 

 

图 5-6 结点 8 的 3 阶矩与结点 3 的 2阶矩之间关系图 

从图中可以看出，结点 8 的 3 阶矩与结点 3的 2 阶矩的关系成线性关系，这是因为

前提为保证 1R 、 2R 和 3R 以及 3C 不变的情况下。若通过更改前者中的某一项值来改变结

点 3的 2阶矩的值，那么
3
8m 与

2
3m 之间就不再是简单的线性关系了。 

5.4 敏感性测试的作用 

随着超大规模集成电路工艺的迅速发展人们已能制造越来越复杂的芯片，这些芯片

通过千百条互连线把器件和部件连接起来形成像微处理器门阵列或信息处理和高速计

算这样复杂的芯片为了不断提高芯片速度和芯片的集成度，近年来采用了越来越多层次

的互连线研究表明在高速高密度集成电路中限制其发展的主要因素不是器件的门延迟

而是互连线的寄生元件引起的时间延迟互连线之间信号的串扰和电路功耗。芯片内部和

芯片之间的互连线在决定一个数字系统的物理尺寸，功耗以及时钟频率方面起着越来越

重要的作用。特别是由于亚微米、深亚微米工艺技术和芯片集成、圆片集成技术的出现，

使得芯片上或圆片上高密度互连线的寄生参数，如电阻、电容、电感以及由此引起的信

号传播延时和信号串扰已成为设计极高速超大规模集成电路的一个主要考虑因素。 
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在微电子电路中，特征尺寸按比例缩小在提高电路性能和减小芯片单位功能成本以

提高产量方面颇见成效。电路速度的增长主要是由于晶体管门长度的减小使开关速度提

高。当尺寸缩小到亚微米时，由较高 RC 乘积引起的信号运行延迟将超过由于门长度减

小所带来的利益。此外，随着电路几何尺寸的缩小，电路的本征延迟也因金属互连线电

阻的增加和互连的电容效应而增长。 

通过敏感性的测试，我们可以大致了解对于任意结点的矩产生影响的因素有哪些，

而对电路中参数的适当的调整，可以控制各点的矩的值，从而达到调整延时等作用，以

此来辅助电路设计。 

5.5 本章小结 

本章从电路的电阻、电容以及任意结点的 1j − 阶矩对电路中某固定结点的第 j 阶矩

进行了分析，从试验数据中不难看出，由于计算矩的过程是一个迭代的过程，因此它的

敏感度是复杂的。对于电阻 R，对于固定结点 i，任一结点 k 对它的 j 阶矩的影响，是沿

着结点 i所在支路，自结点 i开始，所有序号大于 i的结点的电容与上一阶矩的乘积的和；

对于电容 C，从输入源点至这两者之间的路径的公共部分的电阻和其上一阶矩的乘积的

和。而对于任意结点的 1j − 阶矩，结点 i的 j 阶矩和结点 k的 1j − 阶矩的比值，满足他

们至源点的公共部分的 R和结点 k所连接电容 kC 的乘积的和。 
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第六章 总 结 

6.1 符号化矩量计算 

本文主要通过对 BDD 算法和 RICE 算法的研究，提出了结合 BDD 结构和树状结构

的分析 RC 树状电路矩的分析方法。算法首先通过反向遍历电路，获得电路中所有电容

的树状结构，接着通过正向遍历获得所有除了电容之外，即所有的电阻的 BDD 结构，

而这个 BDD 结构的最下面的非地结点（从电路图的角度分析，该结点即最靠近输入源

的非地结点）的正边连接着前面反向遍历得到的电容树。 
建立完整个电路的结构，在计算各阶电路矩的时候，可以通过不同的目的来实现不

同的功能。若想直接通过数值计算得到最后各阶矩的值，可以通过设立数据缓冲区来存

储各点前一阶矩的值，避免重复计算。若想分析某阶矩的表达式，或者它对电路中某个

元件的敏感性，可以通过遍历符号化算法产生的电路结构，输出该结点这阶矩的表达式。 

6.2 时序估计 

首先经过对一些时序估计公式的研究，当前最为简单精确的近似是 DM1、DM2 和

D2M 近似。前 2 个是由 Kahng 和 Muddu 提出的算法，只要的思想是通过利用前 3 阶矩

0 1 2, ,m m m 求得电路的主极点，再求解时域上的方程来近似匹配延时，当 2 个不同的主

极点近似为一个主极点时，就成了 DM2 近似。若再考虑更高阶矩，就可以产生类似的

DM3 等近似。显然的是，随着更高阶矩的加入，精度会越来越高，但复杂度也会急剧

增加。因此，综合考虑速度和精度，本文中只讨论了前 2 种近似。通过试验数据发现

DM2 在电路图的中间部分，即不是近端也不是远端，它的近似度比较好。 
除了这些利用公式推导得出的近似公式，还有 Alpert 等人提出的一个经验公式

D2M。这个主要建立在试验基础上，通过归纳总结的近似在任意电路图的远端都有较好

的近似，但在近端仍与实际值有不小的差距。 
在测试速度运行效率方面，SPICE 的测试由于需要通过不停的计算瞬态分析来获得

波形图，因此当阶数较大时，运行效率十分低，速度很慢。相对的，利用符号化分析法
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去构建一个电路的结构，由于构建过程只需要一次，后面计算的过程只是不停的迭代遍

历这个建好的结构，因此速度就相对要快很多。当阶数不大的时候，效果并部明显，而

当阶数达到上千甚至上万的时候，就可以明显看到符号化分析的优势所在。另外，从试

验数据中可以观察到，符号化分析中时间主要耗费在计算第一阶矩的过程中，即包括读

取数据，分析电路结构，建立相对应的树状结构和 BDD 结构等。而在之后计算二阶矩，

或者更高阶的矩，由于不需要重新建立结构，只需要迭代运算，因此所耗费的时间就比

较少。 
总而言之，利用符号化分析方法，可以高效的计算较大规模电路的矩量。当前比较

欠缺的就是处理电路的单一性，由于研究工作主要集中在 RC 树状电路这种典型的互连

线模型，随着特征尺寸的变小，需要考虑更多高频部分的因素，因此 RLC 模型将会是

今后考虑的重点。 

6.3 矩的敏感性测试 

由于符号化分析法的特殊性，可以轻松的得到任一阶矩的表达式，因此通过观察表

达式，分析了各个元件与矩量之间的联系。 

首先是电阻。对于固定结点 i，任一结点 k 对它的 j 阶矩的影响，是沿着结点 i所在

支路，自结点 i开始，所有序号大于 i的结点的电容与上一阶矩的乘积的和。当两个结点

处于不同支路时，那么互相之间是没有影响的。而当这两个结点处于同一条支路上时，

那么改变任一个结点，都会对另外一个产生影响，至于两者之间的联系度就如上文提出

的，是一个复杂的电容与上一阶矩的乘积的和。因此，电阻和矩之间并没有直接的联系，

而前后两阶矩的比值随着电阻的变化几乎是线性增加的。 

其次是电容。任意结点的矩的值和任一电容的关系是，从输入源点至这两者之间的

路径的公共部分的电阻和其上一阶矩的乘积的和。和电阻不同的是，电阻的公共部分是

后向的，即序号大于max( , )i j 的部分，而电容的公共部分是前向的，即序号小于 i和 j 的

公共部分。因此，不论这两个电容如何分布，在同一支路或者在不同支路，只要这两者

之间有公共部分，那么互相就存在影响。而影响的大小如同电阻分析的一样，电容和矩

之间也没有直接的联系，而前后两阶矩和电阻的乘积的和的比值是线性增加的。 

最后是任一结点的前一阶矩对矩量的影响。从整个建立结构到计算的过程中，明显

的是矩量的计算是一个迭代计算的过程，每次得到新一阶的矩都需要上一阶所有结点矩

的值。因此，对于任意结点 i的 j 阶矩和结点 k 的 1j − 阶矩的比值，满足他们至源点的

公共部分的 R和结点 k所连接电容 kC 的乘积的和。由于每次迭代运算矩的时候，就如同
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分一个直流电路，而此时电容所代表的元件就是值为电容值和上一阶矩的乘积的电流

源，因此结点 k的 1j − 阶矩的直接作用对象就是电容 kC ，因此和电阻电容不同的是，对

于任一结点的前一阶矩，它的公共部分的取值只有电阻 R部分，而电容 kC 是固定的值。

若通过改变公共部分以外的电阻和电容来改变结点 k的 1j − 阶矩，那么前后两阶矩之间

的关系就应该成线性关系。反之，若由于改表了公共部分的电阻值而影响了结点k的 1j −

阶矩，那么这前后两阶矩之间的关系就较为复杂。 

6.4 本章小结 

本章主要简单的总结了在本文中提出的新的符号化计算矩量的方法，另外通过分析

计算电路的精度和速度对该分析法与 SPICE 仿真进行了比较。而对于矩量敏感性的测试

则说明了矩量对于电路元件各参数的依赖性。 
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附录一 符号与标记 

[1]MOR, Model Order Reduction 的缩写，模型降阶 
[2]AWE 算法，Asymptotic Waveform Evaluation 的缩写，渐进波形求值算法 
[3]BDD，Binary Decision Diagram 的缩写，二叉判定图算法 
[4]OBDD，Ordered Binary Decision Diagram，有序二叉判定图 
[5]ROBDD，Reduced Ordered Binary Decision Diagram，最简有序二叉判定图。当前通常

意义上提到的 BDD 算法就是 ROBDD 算法。 
[6]矩匹配，moment matching 
[7]RICE，Rapid Interconnect Circuit Evaluation 的缩写，提供了快速计算电路矩的方法 
[8]Elmore Delay，Elmore 延时，电路中一阶矩正好等于 Elmore 延时 
[9]DM1，DM2，Kahng 和 Muddu 提出的近似延时的方法，英文全称分别为 Delay Metric 
1 和 Delay Metric 2。 
[10]D2M，Alpert 提出的近似延时的经验公式，英文全称为 Delay via two moments。 

[11] j
im 代表第 i个结点的第 j 阶矩 
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[1] 徐迪，“树状 RC 电路的符号化矩量计算”，上海交通大学学报 
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攻读硕士学位期间参与的科研项目 
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